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摘要 在经典电动力学中, 无论相对运动的是观察者或是有几何形状的介质, 一般教材中默认它们进行匀速直线

运动(即惯性参考系); 所以, 狭义相对论(洛伦兹变换)可以方便地描述真空中带电粒子的电磁场变化规律. 在工程

应用中, 介质一般有不同的形状和大小, 更多情况下进行的是加速运动. 最近有关运动介质的纳米发电机实验表

明, 为描述工程中带电介质变速运动时的电磁场动力学变化规律, 有必要对麦克斯韦方程组进行拓展. 因此, 对于

低速运动介质且在忽略相对论效应的情况下, 我们系统地构建了研究加速运动介质电磁现象的动生麦克斯韦方

程组. 本文首先概括了动生麦克斯韦方程组的最新研究进展, 接着深入探讨加速运动介质系统中的法拉第电磁感

应定律. 我们发现: 费曼物理讲义中列举的“反通量法则”的例子正是由于不可忽略几何形状的介质的运动引起,
描述介质加速运动的(vr×B)项没有被包含在经典的麦克斯韦方程组关于电磁感应定律的表达式中. 这是拓展麦

克斯韦方程组的一个典型例证. 所以, 介质运动是产生电磁波的源之一(动生电); 对于一个不可忽略几何尺寸和

体积的介质, 无论其是否有加速度, 描述介质内部的电动力学现象使用动生麦克斯韦方程组. 另外, 动生麦克斯韦

方程组把传统的电磁发电机理论与描述电磁波的麦克斯韦方程组两种不同情况有机结合并统一描述出来. 最后,
对动生麦克斯韦方程组和经典麦克斯韦方程组之间的四个主要区别进行了总结, 提出了近场电动力学与远场电

动力学的相关概念.

关键词 动生麦克斯韦方程组, 法拉第电磁感应定律, 非惯性参考系, 费曼的“反通量法则”例子

1 背景介绍

从麦克斯韦的时代开始, 运动介质电动力学的研

究已经持续了较长时间
[1]. 赫兹曾经系统地将麦克斯

韦的电磁理论应用到运动介质方面, 但他推导的方程

只适用于运动导体
[2]. 结合狭义相对论, 闵可夫斯基提

出了运动介质的电动力学方程, 即我们今天常用的洛

伦兹变换方法
[3]. 近年来, 运动介质电动力学研究又引

起大家的强烈兴趣
[4,5]; 其中, 关于运动介质的麦克斯

韦方程组有大量报道, 且重点集中在与介质相关的
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电磁波散射、反射和传输等方面
[6~8]. 然而, 几乎所有

的研究都是关于静止或直线匀速运动的观测者(惯性

系)观察电磁现象如何变化, 其理论核心是基于洛伦兹

变换的狭义相对论. 对于一代代的学生来说, 这是处理

运动介质电动力学的经典方法
[9,10]. 一般来讲, 当两个

观察者以恒定速度相互运动时, 他们观测到的物理现

象应该是相同的, 即惯性系彼此等价. 狭义相对论在

描述微观世界或宏观宇宙中带电粒子的电磁场演化行

为时有独特优势, 经典麦克斯韦方程组是现代场论的

基础. 上述理论全部基于一个基本假设: 惯性参考系

中没有来自外部机械能输入的情况下, 系统总能量在

电场和磁场之间互相转化时守恒.
在实际工程中, 大多数介质进行加速运动, 如圆周

运动和振荡等. 非惯性系中的运动介质, 必然需要外力

驱动. 有研究者认为, 可以用广义相对论来解决这类问

题, 但是该处理方法和结果对于工程应用来讲可能过

于复杂和困难. 另一方面, 严格来说, 宇宙中没有绝对

的惯性参照系, 因为绝大部分物体都在做变速运动. 为
了深入研究加速运动介质系统电磁场的动力学变化规

律, 比如介质的形状、体积和边界随着时间发生变

化, 而且介质的运动速度与时间和空间都相关(速度场

v(r,t)[11~14], 我们构建了动生麦克斯韦方程组(Max-
well’s equations for a mechano-driven media system,
MEs-f-MDMS). 方程组成立的条件是介质运动速度远

远小于光速, 且忽略相对论效应. 需要注意的是, 动生

麦克斯韦方程组可以直接阐明力-电-磁场之间的耦合

作用(图1). 在本文中, 首先简要总结了经典麦克斯韦

方程组需要拓展的相关实验现象, 接着介绍动生麦克

斯韦方程组的最新研究进展; 最后, 对描述加速运动

介质系统的法拉第电磁感应定律的不同形式和成立条

件进行了系统讨论, 并阐明经典麦克斯韦方程组在有

非匀速运动介质时为什么需要拓展, 以及如何拓展.

2 介质是什么? 不是电荷的简单堆积!

真空中点电荷运动产生的电磁场可以采用李纳-
维谢尔(Liénard-Wiechert)势计算. 由于点电荷没有体

积和边界, 只是一个抽象的点, 所以无论是否有加速

度均可采用李氏方法. 静止的电荷用某一点代替, 运

动的电荷产生瞬时电流可以用脉冲函数与其速度的乘

积表示, 该模型已被用于计算加速器中运动电荷产生

的辐射场. 介质不是点电荷的集合体, 而是有原子和

电子组成. 例如, 固体材料是一类有特定介电常数的

介质, 通常有不同的几何形状和大小. 事实上, 介质是

原子按照特定的顺序和化学性质组合而成, 具有一定

的电、磁和弹性等特性, 因而表现出不同的电学、光

学、热学和机械性能等. 所以, 运动介质产生的电磁

场显然不能用Liénard-Wiechert势计算, 麦克斯韦方程

组的解必须满足与介质表面相关的边界条件.
处理真空中宇宙间的电磁现象时, 因为空间近于

无限大, 几乎所有的介质都可近似被视为质点. 在这

种情况下, 运动质点的电动力学行为可以用相对论进

行描述. 但对于地球上的工程技术问题, 特别是对于

有几何形状的运动介质, 这种处理方法不成立.

3 麦克斯韦方程组扩展的实验基础: 加速运
动介质系统的电磁现象

麦克斯韦方程组的扩展与近年来摩擦电纳米发电

机(triboelectric nanogenerator, TENG)的最新实验进展

有紧密联系
[15,16]. 作为一种新兴的前沿技术, TENG利

用接触起电和静电感应效应并通过介质的相对运动将

外界的机械能转化为电能/电信号. 在外力作用下,
TENG的介质表面互相摩擦产生静电荷; 由于介质的

非匀速运动, 静电荷与电极表面的自由电荷产生的电

场随着时间/相对位置的变化而变化, 进而产生位移电

流, 同时在外电路中输出传导电流. 此为TENG能量转

换的物理基础. 一般情况下, TENG的工作频率比较小,
介质的运动速度也比较低, 产生的电磁辐射可以忽略.

然而, 随着技术发展尤其是最近的实验发现, 我们

不得不重新思考与TENG相关的电磁现象. 比如, 旋转

模式的TENG利用介质运动产生的位移电流进行远距

离无线传输时, 能够同时点亮多个LED灯[17]. 借鉴

MEMS技术, TENG的工作频率甚至达到了1.1 MHz,
该频率足以产生电磁辐射

[18]. 另外, TENG可以将人的

手指运动产生的机械能转化为电能, 相关的电信号能

够传输到几米外的距离
[19], 表明它在无线传输方面的

巨大应用潜力. 更令我们惊讶的是, 声音触发TENG产
生的位移电流可以在水下无线传输5~10 m, 显示其在

水中进行近距离无线通信的可能性
[20]. 总的来说, 通

过介质相对运动转换的电能可以进行无线传输并用于

照明或者为常见的电子设备供电
[21]; 即TENG利用
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外界的机械激励能够产生频率足够大的无线信号. 一

般情况下, 由于运动介质的边界/几何形状随着时间/
空间位置变化而变化; 所以, 我们需要对经典麦克斯

韦方程组进行拓展以准确描述加速运动介质系统的电

磁行为. 这些不仅有利于定量计算TENG的能量输

出、优化TENG的器件设计, 同时为预测发电机在未

来大规模应用、开发前沿技术提供理论指导. 这是我

们研究麦克斯韦方程组的主要出发点.

4 加速运动介质系统的动生麦克斯韦方程组

我们的解决方法主要基于以下两个假设: 忽略相

对论效应、相对运动速度远远小于光速. 这两个假设

适用于地球上绝大多数的宏观运动物体. 为方便讨论,
从四大物理定律的积分形式出发

[6,22]:
高斯电定律

D s rd = d , (1a)S V f

高斯磁定律

B sd = 0, (1b)S

法拉第电磁感应定律

t
E L B sd = d

d
d , (1c)

C C

安培-麦克斯韦定律

t
H L J D sd = ds+ d

d
' d , (1d)

C C f C

电荷守恒定律:

tJ s rd + d
d d = 0. (2)S f V f

公式(1)中的核心概念是通量, 包括电通量和磁通量.
法拉第电磁感应定律主要反映的是穿过一个曲面的总

磁通量的变化率会在曲面的边界产生感应电动势, 并

且变化的磁场产生环绕的电场. 安培-麦克斯韦定律主

要说明穿过曲面的电通量的变化率和曲面包含的电流

等于感生磁场的环量. 基于伽利略时空观, 考虑介质表

面随时间变化对通量的影响, 我们推导出了一系列方

程组. 方程组成立的条件是低速近似并且忽略相对论

效应, 这是目前工程应用中比较常见的处理方法
[23].

虽然积分和微分形式的麦克斯韦方程组两者是

图 1 描述运动介质电磁现象的两种途径. (a) 狭义相对论: 对于两个分别处在相对匀速直线运动参考系的观察者Bob和Alice,
他们分别观察发生在实验室坐标系中的同一个电磁现象以及各自得到的具体结果. 简单地说: 两个做相对匀速直线运动的观
察者描述同一个电磁现象. (b) 动生麦克斯韦方程组: 一个观察者(Bob)观测两个有相对加速运动介质的电磁现象, 以及具体的
观测结果.注意:参考系中的介质是有边界和体积的,不能被近似为一个质点.简单地说:一个观察者描述两个相对加速运动介
质的电磁现象
Figure 1 There are two approaches to dealing with the electrodynamics of moving media. (a) Special relativity is about the experience of two
observers, Bob and Alice, who are relatively moving at a constant velocity and along a straight line, about the same electromagnetic phenomenon in
vacuum space. In this case, the speed of light in vacuum space is assumed invariant regardless of which reference frame it is measured. (b) The MEs-f-
MDMS is about the observation of one observer regarding two electromagnetic phenomena that are associated with two relatively moving media,
respectively; the media have size and shape and they may move with acceleration as driven by an external force. The two phenomena may have an
interaction.
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等价的, 但常用的是微分形式. 在两种形式转换过程中

有一个重要前提: 介质的体积、形状和边界在实验室

参考系固定不变而且静止不动. 通过该假设, 时间微

分可以直接与公式(1c)和(1d)中的积分转换, 并直接作

用到相应的函数上而不用考虑积分面或线的变化. 结

合斯托克斯定理, 得到

D '= , (3a)f

B = 0, (3b)

tE B× = , (3c)

tH J D× = + ', (3d)f

tJ + = 0. (3e)f f

这是大家熟悉的经典麦克斯韦方程组的微分表达式.
必须指出的是, 经典麦克斯韦方程组只在惯性系

中严格成立. 然而准确地讲, 惯性系是数学上假设的

理想状态, 在宇宙间几乎不存在, 地球上更不存在. 太
阳系在宇宙中的移动速度约为240 km/s; 地球转动的

速度包括公转速度和自转速度 , 而前者大约是

29.79 km/s. 因此, 我们人类所关心的实际工程问题中,
惯性系几乎不存在! 介质的运动一定有平移运动和转

动运动, 而且在外力作用下一定有加速度. 为了推导

运动介质的电磁动力学方程, 我们用到的一个关键数

学方法是通量定理: 对于一般函数g(r,t)和G(r,t), 其边

界面随着速度场发生变化v(r,t)[12]:

{ }
t

t

G s

G G v v G s

d
d d

= + ( ) × ( × ) d , (4a)

C

s t( )

t g
t

g gr v rd
d d = + ( ) d . (4b)

V V

将公式(4)中的两个恒等式代入公式(1), 并根据斯

托克斯定理, 得到动生麦克斯韦方程组
[11,12]:

D' = , (5a)f

B = 0, (5b)

tE v B B× ( × ) = , (5c)

tH v D J v D× ( + × ') = + + ', (5d)f f

其中, ρfv表示介质以速度v运动时自由电荷产生的电

流, v(r,t)为时间和空间的函数. 动生麦克斯韦方程组

的推导、相关讨论以及潜在应用详见我们之前的工

作
[13,14].
如果运动介质只是简单的刚性平移(无旋转速度),

公式(5a)~(5d)可写为

D '= , (6a)f

B = 0, (6b)

tE B× = D
D , (6c)

tH J D× = + D
D ', (6d)f

其中,

t t vD
D = + ( ). (6e)

电荷守恒定律:

( ) tJ v+ + = 0, (6f)f f f

上述推导基于物理学四大物理定律的积分表达

公式(1a)~(1d).

5 法拉第电磁感应定律的拓展

法拉第电磁感应定律是麦克斯韦方程组的重要组

成部分之一, 其核心是楞次定律. 法拉第电磁感应定律

有两种表达形式: 第一种如公式(1c)所示, 它出现在很

多教科书中, 特别是工程电磁学类的教材资料中
[24~26].

对于理论物理学, 该定律的另外一种表达形式考虑到

了电动势的产生原因 (与楞次定律相关 ) , 其形式

如下
[9]:

tE L B sd = d
d d , (7)

C C

其中, E′表示与坐标系一起运动的介质的电场, 且dL
处于相对静止状态. 公式(7)的物理意义为穿过以C为
边界的任意曲面的磁通量变化率与电动势(ξEMF)对单

位电荷沿闭合路径C做的功相同. 注意, 公式中的负号

表示动生电动势与磁通量的变化率相反, 即趋向于保

持总磁通量不变, 也被称为楞次定律. 如果总的磁通量

王中林等: 从加速运动介质中的法拉第电磁感应定律到拓展的麦克斯韦方程组

4



为ΦΒ, 则电动势的表达式为

t t B s= d
d = d

d d . (8)B
tEMF s( )

此为通量法则. 公式(7)的右侧可以用通量公式(4a)进
行计算:

{ }
t

t

B s

B B s

= d
d d

= × [v× ] d , (9)

t

t

EMF s( )

s( )

其中, v表示边界曲面的瞬时速度, 而不是带电质点的

运动速度.
注意: 从数学上讲, 公式(8)和(9)似乎给出了法拉

第电磁感应定律的两个等价表示形式, 但根据环路的

定义, 两者并不完全相同
[27]. 如果闭合环路的结构不

发生变化, 导线和介质(导体)之间没有发生相对运动,
比如导线的几何形状固定, 则公式(8)可以准确地描述

此类情况.公式(9)中的v代表电路的移动速度.如图2(c)
所示, 导线和介质之间的连接既可以固定不变又可以

随时间发生变化. 若电路不闭合, 比如金属棒在磁场

中移动或旋转, 则公式(9)可以反映该变化, 但公式(8)
则不适用.

考虑更为普通的介质运动情况, 将公式(9)代入公

式(7),

t
E v B L B s( × ) d = d . (10)

C C

如图1所示,在Bob (观察者)所在的坐标系中,作用

在点电荷q上的洛伦兹力为F=q(E+vt×B), 其中vt表示

单位点电荷的总运动速度, 它可能与电路的移动速度

v不同. 在静止坐标系中, 作用在点电荷上的洛伦兹力

为F′=qE′; 需要注意, 一般情况下由于电路的加速运

动导致F≠F′, 除非在惯性系中, 即v=v0时两者才可能

相等
[28]. 因此, 当介质沿直线匀速运动时v=v0, 我们得

到F=qE′, 并且E′=E+vt×B, 则

[ ]
t

E v v B L B s+ ( ) × d = d . (11)
C t C0

现在,电荷的运动速度包含两个分量:电路的运动速度

v0和电荷相对于电路的运动速度vr,

v v v= + . (12)t r0

注意, 导体内电荷的运动速度vr可能会大于导体的运

动速度v0. 根据公式(11),

t
E v B L B s[ + × ] d = d . (13a)

C r C

说明当介质运动时, 点电荷的运动轨迹可能与积分路

径不重合. 在介质内部, 由斯托克斯定理得到

tE v B B× ( + × ) = , (13b)r

所以, 对于运动介质, 公式(13a)变为公式(3c)中经典的

法拉第电磁感应定律时需要满足如下两个条件:
(1) 介质或电路的运动速度是某一常数v0(惯性坐

标系);
(2) vr=0, 即电荷相对于介质的运动速度为0; 或者

介质是一个非常“细”的电路, 电荷沿着/平行于积分路

径运动, v B L[ × ] d = 0r .
Sheng等人

[29]
的讨论中忽略了这两个条件, 他们

很自然地假设电荷的运动速度与参考系的移动速度相

同, 导致在推导过程中与参考系运动速度相关的两项

互相抵消, 因此他们得到的结论是麦克斯韦方程组的

形式不需要拓展. 根据上述所论, 我们认为他们这个

结论不是普遍成立的. 他们的结论只适用于描述惯性

系中的电磁现象, 不能成为一个普适结论, 更不适用

于加速运动的介质. 对于有一定几何形状和大小的介

质, 其运动时的电磁场变化用拓展的麦克斯韦方程组

进行定量计算.
另外, 公式(13a)中包含两种可能的情况

[30]:
(1) 积分路径是一条细线, 没有被任何宏观导电介

质阻隔(图2(a)和(b)); 因此, 电荷只能沿着细线路运动.
这说明在公式(13a)中 v B L[ × ] d = 0r , 则法拉第定律

变形为

tE B× = . (14)

此种情况在所有教科书中几乎都出现过, 但它的成立

有一个条件, 即积分路径是一条细线以保证电荷沿着

导线流动. “细线”电路(thin wire circuit)是一个假想电

路, 它的形状可以是任意的. 根据通量法则, “细线”电
路意味着电荷的运动轨迹与计算磁通量的积分路径相

同;当将积分形式的方程转化为微分形式时,可以将该

电路视为虚拟电路. 如果电路不与任何导体边界相交

或被阻隔, “细线”电路的假设成立, 相应的虚拟电路

可以扩展到任何空间, 但也仅限于真空中的情形, 不
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适用于描述宏观介质运动的情况. 因为对于有形状的

介质, 电路的导线很可能会和介质直接发生相交/连
接, 费曼的“反通量法则”情形就会出现.

(2) 当介质有一定的形状和体积时, 电荷的相对速

度在积分回路与介质相交的区域中有垂直于积分路径

的分量. 在实际工程应用中, 由于介质的尺寸、形状和

体积等因素的影响, 在研究相关电磁现象时不能忽视

这些宏观因素或者只是抽象地将介质当作一个点来处

理. 在介质内部 [ ]v ×B Ld 0
C r , 图2(c)的例子有助

于理解更为接近实际的情况. 由于电荷运动轨迹与积

分路径不重合, 从几何角度看虽然总磁通量没有发生

变化, 但洛伦兹力可以作用在电荷运动时的任何路径

分段处. 利用斯托克斯定律, 考虑到介质内部的电磁

图 2 关于磁通量的典型例子. (a) 闭合线圈在一个随时间和空间变化的磁场中做加速运动. (b) 在均匀磁场中旋转的金属扇
叶. (c-I), (c-II) 一个放在均匀磁场中的矩形闭合线圈, 一端连接在金属盘的轴上, 一端连接在金属盘边缘. 法拉第电磁感应定
律中增加一个附加项用来描述单位电荷在介质内运动时的电磁场变化规律. (d) (c)中所示的整个电路相对于Bob所在的实验
室参考系进行相对运动
Figure 2 Several cases regarding the flux rule for electromagnetic induction. (a) A typical example of a thin wire circuit that is moving with
acceleration with respect to the Lab frame in a time- and space-dependent magnetic field. (b) A conductive fan that is rotating inside a uniform
magnetic field. (c-I), (c-II) A rectangular thin wire circuit that is stationary in a uniform magnetic field, but with one end sliding on the edge of a
rotating conductive disc at t=0 and t=t, and the other end is connected to the axis of the disc. The unit charge within the macroscopic size object can
move, which leads to an additional term in the Faraday’s law for electromagnetic induction. (d) The circuit as shown in (c) but the whole circuit has a
relative movement with respect to the Lab reference frame.
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场, 公式(13a)变形为

tE v B B× ( + × ) = . (15)r

该情况在一般经典教科书中很少讨论. 如图2(b)
和(c)所示, 当磁场中有扇叶形的旋转介质或金属圆盘

时公式(15)都适合. 以金属圆盘为例, 由于金属盘有一

定的形状和尺寸, 电荷可以在其内部“漫游”, 所以很难

确定电荷的实际积分路径. 以摩擦纳米发电机为例, 它
一般使用两个金属薄膜作为电极, 在外界机械作用力

下电极随着摩擦层一起运动, 进而引起外电路中电流

的流动. 由于摩擦层和电极的相对运动, 电极与外界

导线构成回路的形状随时间发生变化. 另外, 牛顿力

学可以很好地描述介质在外力作用下的实际运动

情况.

6 介质的加速运动与费曼的“反通量法则”
例子

公式(8)和(9)似乎给出了法拉第电磁感应定律的

两个等价表述, 但事实上它们并不完全相同. 如果电路

的基本结构比如导线与导体之间无相对运动, 则公式

(8)适用于该情况. 公式(9)中的v代表电路的运动速度,
它可以描述导线与介质之间存在相对运动时如何产生

电动势. 在费曼物理学讲义中
[22], 费曼特别强调了一

些“反磁通法则”的例子
[31]. 如图2(c)和(d)所示, 如果仅

仅根据几何面积来判断, 当扇叶在均匀磁场中旋转时,
总磁通量不改变. 但由于洛伦兹力的作用, 沿着扇叶存

在电势差(运动导致的电势差)[32,22]. 这是因为随着扇

叶旋转, 扇叶扫过的有效面积发生变化进而引起磁通

量发生改变. 根据公式(9), 当扇叶旋转时, 洛伦兹力对

单位电荷做的功为 r B r a B= d = 1
2EMF 0

a
0

2
0; 相反,

使用公式(8)不能得到此结果.
假如图2(c)构成一个闭合回路, 当金属盘旋转时,

尽管通过圆盘的总磁通量不随时间变化, 但外接负载

R中有电流通过并产生电势差. 这似乎违反了通量法

则(公式(1c)), 实际上可以如下理解: 在此情况下, 电

荷时刻保持垂直于径向的速度vr=rω在金属盘内运动;
ω为角速度. 沿半径a从P1点到O点的电势差用洛伦兹

力计算:

r B r a B

v B r= [ × ] d

= d = 1
2 . (16)

a r

a

EMF
0

0
0

2
0

相应地, 此电路中的电流大小为 R a B1
2

2
0. 或者, 结合

两条曲线之间圆盘的面积: A=ωta2/2, 根据公式(8)可以

得到 AB t a B= / = 1
2EMF 0

2
0. 此结果与公式(15)得到的

结果相同.
图2(c)为被费曼称为“反通量法则”的例子, 但他对

于这些不满足楞次定律的例子没有给出清晰的物理解

释就在书中一笔带过了. 当然, 我们熟悉的麦克斯韦方

程组也没有包括这些情况. 该悖论可能是由于电荷在

圆盘中的运动路径(蓝色虚线)偏离了原来的矩形积分

“电路”(如图2(c-II)中黑色虚线所示), 而计算磁通量时

依然按照矩形“电路”进行计算. 一般情况下, 计算磁通

量之前需要明确定义电流的具体流动路径, 而本例中

的电流分布在整个金属盘上面. 当t=0时, 电荷从圆盘

边缘的P1点进入; 经过一段时间t, 电荷移动到P2点(图2
(c-II)), 它的运动轨迹用蓝色虚线表示. 此时, 图2(c-II)
中两条虚线之间的区域为磁通量变化的实际区域. 所

以, 通量法则需要考虑介质相对运动和电路结构变化

时电荷的实际输运过程. 图2(c)中出现“反通量法则”
的情况也主要是由于加速运动的介质是导体; 如果运

动介质是绝缘体, 情况则可能完全不同, 此时需要具

体问题具体分析. 假如图2(c)中的细导线处于静止状

态, 金属盘不断旋转, 同时一个金属尖在圆盘边缘滑

动. 圆盘内部某一点的速度是空间(r)和时间(t)的函数,
且圆盘旋转时存在加速度, 则该系统的电磁场动力学

变化用公式(15)即可. 该例同时说明研究运动介质系

统的电磁场变化时为什么需要拓展的麦克斯韦方程组

——动生麦克斯韦方程组. 特别地, 如图2(d)所示, 如

果整个闭合环路相对于实验室参考系匀速运动, 且圆

盘在转动, 则可以用公式(13b)来研究相关的电磁现象.

7 适用于加速运动介质系统的法拉第电磁
感应定律

如果介质进行加速运动, 计算单位电荷所受的总

作用力(电路处在静止参考系)必须考虑惯性力. 在这

种情况下, 作用在单位电荷q上的力为
[31]
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q t m q qE v E v B( ) = + × , (17)t

其中, m是假定为虚拟单位电荷的质量. 如果仅仅是理

论计算, 并假设电荷为没有质量的“虚拟电荷”, 则与质

量有关的项会消失. 利用方程(17), 法拉第电磁定律方

程(7)改写为

q t
m

t
E v B v L B s+ × + 1 ( ) d = d , (18)

C r C

其中, v代表介质的运动速度. 可以分如下情况进行讨

论
[31].
(1) 如果积分路径是一个闭合的细线电路, 没有被

导电介质阻隔, 电荷的相对移动轨迹与某时刻计算回

路电动势的积分路径相同, 公式(18)中左边第二项会

自动消除 . 如果环路进行刚性平移 , 速度为v ( t ) ,
mv[ × ( )] = 0, 公式(18)中左边第三项也可以消除, 因

而得到

tE B× = . (19)

(2) 如果积分路径被较大的导电介质隔断, 电荷的

相对移动轨迹与计算回路电动势的积分路径不相同,
则公式(18)中左边第二项需要保持. 另外, 当环路进行

刚性平移时,移动速度为v(t), mv[ × ( )] = 0,此时公式

(18)中的第三项消除掉:

tE v B B× ( + × ) = , (20a)r

或者

D
DtE B× = . (20b)

(3)对于更为普遍的情况,当环路的移动速度v(r,t)
与时间和空间都有关时, 比如流体或者弹性体, 环路的

旋转速度与 mv[ × ( )] = 0相关, 可变形环路(液体、弹

性介质或膨胀等)的加速运动将会产生电场. 此时, 因

为环路的“膨胀/收缩”, mv[ × ( )] = 0可以被视为一种

电磁辐射源. 假如电荷没有质量m=0, 公式(18)的最后

一项也将消掉.
总之, 我们可以分三种情况进行分析: 1) 作用在

点电荷q上的洛伦兹力为F=q(E+vt×B), 如果存在电路

的相对运动, 此时需要用vt×B进行计算. 2) 如果仅存

在变化的磁场, 将会感应生成一个电场E, 则需考

虑 tE B× = / . 上述两种情况虽然属于不同的物

理效应, 但都可以用通量法则: 即电路中产生的电动

势等于穿过该电路的磁通量的变化率来理解. 3) 如果

电荷的相对移动轨迹被较大的导电介质隔断时, 无法

准确定义某个时刻回路的积分路径计算电动势, 沿着

回路运动的单位电荷所做的功也无法计算, 此时公式

(10)和(13)可以解决此类问题.

8 安培-麦克斯韦定律在加速运动介质系统
中的推广

事实上, 并不能直接将安培-麦克斯韦定律推广到

加速运动介质系统中. 在最初始的电磁学方程中, 为了

满足电荷守恒定律, 麦克斯韦定义了位移电流的概念,
并将其以微分的形式引入到方程组中, 即在安培定律

中加入新项∂D′/∂t. 因此, H Ld
C

的物理意义并不像

法拉第电磁感应定律那样利用电动势直接描述加速运

动介质系统的电磁场变化. 考虑到电场和磁场之间的

对称性, 描述介质内部的电磁现象时安培-麦克斯韦定

律的可能表达式为

tH v D J v D× ( × ') = + + ', (21)r f f

其中, D′为电位移矢量, 其意义与之前的文章保持一

致
[11,12]. 介质内部的电动力学变化规律可以由下面动

生麦克斯韦方程组描述
[11,12]:

D '= , (22a)f

B = 0, (22b)

tE v B B× ( + × ) = , (22c)r

tH v D J v D× ( × ') = + + '. (22d)r f f

如果考虑动生极化项PS, 则D′可以被D′+PS所代

替. 公式(22a)~(22d)可以描述一个运动介质系统的电

磁场变化规律, 该介质系统以任意低速运动, 存在加

速度和运动导致的极化现象. 所以上述方程组能够准

确描述力-电-磁场三者之间的耦合情况. 以图2(c)所示

情况为例, 金属盘的速度为 rv =r ; 若电荷与介质之

间没有相对运动, 即vr=0, 则公式(22a)~(22d)还原为经

典麦克斯韦方程组. 从积分方程出发, 对应于公式

王中林等: 从加速运动介质中的法拉第电磁感应定律到拓展的麦克斯韦方程组
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(22a)~(22d)的边界条件是

D D n[ ' ' ] = , (23a)f2 1

B B n[ ] = 0, (23b)2 1

n E E v B v B× [ + × × ] = 0, (23c)r r2 1 2 2 1 1

n H H v D v D
K v
× [ × ' + × ' ]

= + , (23d)
r r

S f s

2 1 2 2 1 1

其中, KS是界面电流密度, σf是界面的自由电荷密度, vs
是整体线路平行于界面的运动速度, vr1和vr2分别代表

介质1和介质2相对于电路的运动速度.
在工程应用方面, 我们的观测主要在地球上的实

验室坐标系里面进行(图3). 当空间中存在多个运动介

质时, 介质内部的电磁场变化通过动生麦克斯韦方程

组确定. 此时, 不用担心真空中出现超光速c0的现象,
在介质内部的光速cm永远小于c0, 且vr<<cm. 无论介质

是否运动, 描述真空中的电磁场变化用经典麦克斯韦

方程组描述, 而介质内部使用动生麦克斯韦方程组,
两者的解在介质界面相接并满足边界条件; 因此, 两

个方程组之间并不矛盾, 只是所作用的区域不同. 而

场论主要用来研究宇宙中的电磁现象; 相对于浩瀚的

宇宙而言, 介质的大小可以被当作一个点来处理, 因

此无需担心理论方面存在矛盾.

9 动生麦克斯韦方程组的张量形式

假设介质各向同性,本构关系依然成立;当介质做

刚性平移运动时, 动生麦克斯韦方程组为

E = , (24a)f

B = 0, (24b)

tE B× = D
D , (24c)

µ µ tB J E× = '+ D
D , (24d)

电荷守恒定律:

tJ + D
D = 0, (24e)f

其中,

P= , (25a)f S

tJ J v P= + + D
D . (25b)f f S

图 3 当介质在空间中运动时, 动生麦克斯韦方程组与经典麦克斯韦方程组分别描述介质内部和真空中的电磁场变化规律;
观察者在地球上的实验室坐标系内进行观测
Figure 3 The conjunction of the Maxwell’s equations for a mechano-driven system inside the media and the classical Maxwell’s equations in the
vacuum space, as the media are moving in space, and the observation is done on earth (in a Lab frame).

中国科学: 技术科学
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利用标量势和矢量势:

B A= × , (26a)

tE A= D
D . (26b)

将公式(25a), (25b)代入公式(24a), (24d)得到

µ t µA A JD
D = ', (27a)2 2

2

µ t
D
D = . (27b)2 2

2

成立条件如下:

µ tA + D
D = 0, (27c)

其中,

( ) ( )

( ) ( )
( )( )

t t t

t t t

v v

v v

v v

D
D =

=

+ , (27d)

r r

r r

r r

2

2

2

2

其中, t vr为加速度, 表示施加外力作用的结果.

将公式(24a)~(24e)变为张量的形式, 即动生麦克

斯韦方程组用经典场论的方法表示. 利用电动力学的

经典表达式, 电磁场的反对称张量
[30]:

F A A= , (28a)

F A A= , (28b)

其中, α, β = (1, 2, 3, 4); 新定义的算符为

c t= 1 D
D , , (28c)

c t= 1 D
D , , (28d)

A c A= ( , ), (28e)

A c A= ( , ), (28f)

可以证明:

F

E c E c E c
E c B B
E c B B
E c B B

=

0 / / /
/ 0
/ 0
/ 0

, (29a)

x y z

x z y

y z x

z y x

F

E c E c E c
E c B B
E c B B
E c B B

=

0 / / /
/ 0
/ 0
/ 0

, (29b)

x y z

x z y

y z x

z y x

其中, c=cm=1/(με)
1/2. 利用上式容易得到

E x t A A A= D
D = ( ), (30a)x x

0 1 1 0

B y A z A A A= = ( ), (30b)x z y
2 3 3 2

公式(24a)~(24e)进一步写为

F µJ= , (31)

其中, J c J= ( , ).公式(31)与经典麦克斯韦方程组的

张量形式相同, 只是算符∂α被ξα替代. 当vr=0时, 该公式

还原为经典麦克斯韦方程组.

10 电磁发电机理论与电磁波理论的统一
表述

我们熟悉的电磁发电机的原理是在机械力作用下

导线切割磁感线, 洛伦兹力作用在电荷上而产生在导

线内部流动的传导电流. 电动机的工作原理是导线内

流动的电流与磁场相互作用而产生洛伦兹力所导致的

力矩. 在发电机和电动机的设计中主要考虑的是线内

的传导电流, 不考虑由于转子转动所产生的电磁波辐

射, 即使辐射确确实实存在. 另外, 描述电磁波在空间

传播的理论中, 一般不考虑由于介质的机械运动(机械

功)而产生的电流, 即不考虑传导电流J是如何产生的,
而只关心电流震荡所产生的电磁辐射, 即位移电流;
在假设介质处于静态的条件下, 直接运用麦克斯韦方

程组求解电磁波在真空或物质中的传播. 大家一般分

别考虑这两种情况, 并不把两者情况关联起来. 我们

推导的动生麦克斯韦方程组可以将两种情况有机结合

并统一描述出来(如图4所示), 这是拓展经典麦克斯韦

方程组的一个典型表现. 介质的运动速度不一定很大,
但运动的频率可以很高, 因介质运动辐射出的电磁波

在我们的实验中已观察到, 这在未来的传感和信息收

集方面可能有新的用途.

王中林等: 从加速运动介质中的法拉第电磁感应定律到拓展的麦克斯韦方程组
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11 讨论

迄今为止,科学家建立了两种最基本的时空观: 相
对论时空观和绝对时空观. 根据不同的时空观类型, 运
动介质电动力学有两种处理方法. 在惯性系中, 如果介

质进行匀速直线运动, 可以使用狭义相对论来研究电

磁场的演化规律, 此时系统中电场和磁场的总能量守

恒. 在狭义相对论中, 假定介质的形状和边界保持不

变时推导出微分型麦克斯韦方程组, 通过洛伦兹变换

研究在实验室坐标系中观测的运动介质的电磁行为.
洛伦兹变换公式是闵可夫斯基处理运动介质电动力学

问题的核心变换. 在非惯性系中的运动介质系统, 比如

介质运动速度是时间的函数, 处理此情况可能需要广

义相对论; 但对于工程应用来讲, 解决办法过于复杂.
在这种情况下, 从四大物理定律的积分形式出发, 可以

基于伽利略时空观推导出实验室坐标系中的所有

场
[6,11,12]. 该方法的最大优势在于当介质的运动速度远

小于光速并忽略相对论效应时, 可以解决非惯性系中

介质沿复杂轨迹运动时的电磁场动力学变化问题. 另

外, 该方法适合于应用物理领域, 并且在工程电动力

学方面得到广泛应用
[24,22]. 由于外界机械激励和介质

的加速运动, 动生麦克斯韦方程组不具有洛伦兹协

变性.
本文我们详细讨论了法拉第电磁感应定律的拓展

条件, 尤其是综合考虑导体中的电荷运动和参考系中

存在惯性力时的应用问题. 到目前为止, 几乎所有的

教科书中描述的是法拉第电磁感应定律适用于导电介

质为细线的情况, 但该假设几乎从来没有被明确地指

出过. 然而, 如果导电介质是一薄片或其他特殊几何

形状(比如圆盘), 电荷的移动轨迹将会偏离计算电动

势时的几何回路积分路径, 所以需要新增附加项对定

律进行拓展. 另外, 对于加速运动的介质系统, 法拉第

电磁感应定律应该被扩展, 尽管此时附加项的数值

可能比较小, 否则可能导致计算结果和实验结果不

符合.
法拉第电磁感应定律的积分方程有两种形式: 如

公式(1c)和公式(7)所示; 其中, 公式(7)为场论形式, 基
于电动势的产生原因而建立; 而公式(1c)更多应用于

工程电动力学领域. 从工程应用角度来看, 如果每一

种形式能在其对应的理论框架内保持一致和自洽, 那

么从这两个不同形式的方程中得到的结果应该是等

价的.

图 4 动生麦克斯韦方程组是关于电磁发电机/电动机理论和麦克斯韦电磁波理论的统一表述
Figure 4 Maxwell’s equations for a mechano-driven system is a unification of the theory for electromagnetic generator/motor and the theory of
electromagnetic waves.

中国科学: 技术科学
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12 结论与展望

我们的结论是:无论周围介质运动与否,描述真空

中的电磁现象时麦克斯韦方程组不需要被拓展; 对于

有限尺寸或体积、具有加速运动的导电介质, 反映介

质内部的电磁场变化需要运用动生麦克斯韦方程组.
这是因为电荷在介质内部运动时, 特别是存在导体时,
电荷运动轨迹与计算电动势的回路积分路径不一定重

合, 利用磁通量计算的结果与实际有可能不符. 在介质

外的真空中, 电磁场动力学变化通过经典麦克斯韦方

程组来描述. 两组方程的解在介质界面相接并满足

边界条件. 所以对于地球上工程应用相关的运动介

质的电磁场变化, 动生麦克斯韦方程组能够解决相

关问题.
我们对动生麦克斯韦方程组和经典麦克斯韦方程

组之间的四个主要区别进行了总结, 前者和后者分别

重点阐述了: 1) 加速运动的非惯性系与匀速直线运动

的惯性系; 2) 包括费曼提出的“反通量法则”例子的电

磁理论与不包括“反通量法则”情况的电磁理论; 3) 多

个运动介质的电动力学问题与单个运动介质的电动力

学问题; 4) 全场(近场+远场)电动力学与远场电动力

学. 传统的电动力学更关注电磁波的远距离传输、反

射等电磁现象(远场), 如雷达和天线, 用经典麦克斯韦

方程组的特解来描述; 但一般不考虑源的运动状态和

与源相关的边界条件, 因此一般只考虑远场的电磁波

行为. 而动生麦克斯韦方程组不但包括远场的电磁行

为, 同时也包括源附近场的行为(近场); 远场是方程组

的特解,而近场取决于方程组的齐次解;方程组的全解

(全场)需要满足边界条件.
法拉第电磁感应定律的积分方程有两种形式: 分

别如公式(1c)和公式(7)所示; 其中, 公式(7)为场论形

式, 基于电动势的产生原因而建立; 公式(1c)更多应用

于工程电动力学领域. 从工程应用角度来看, 如果每一

种形式能在其对应的理论框架内保持一致和自洽, 那

么从这两个不同形式的方程中得到的结果应该是等

价的.
标准的麦克斯韦方程组在惯性系中严格成立. 然

而准确地讲, 惯性系是数学上假设的理想状态, 在宇

宙间几乎不存在. 太阳系在宇宙中的移动速度约为

240 km/s; 地球转动的速度包括公转速度和自转速度,
而前者大约是29.79 km/s. 因此, 我们人类所关心的问

题中, 真正理想的惯性系是不存在的. 介质的运动一定

有平移运动和转动运动, 而且在外力作用下一定有加

速度. 所以, 从严格的角度讲, 动生麦克斯韦方程组的

应用范畴在理论上可能远超过标准的麦克斯韦方程

组. 我们知道规范场论主要基于真空中的麦克斯韦方

程组; 如果利用场论来统一四大力, 那么是否应该考

虑宇宙间非惯性系中所引入的拓展项? 但对于有黑洞

存在的天体, 重力加速度可能非常大. 这个问题有待

探讨.
如图4所示, 电磁学的发展史是一个在科学和技术

等方面都不断深化和进步的历史. 从法拉第在1831年
第一次发现电磁感应现象开始, 到1834年楞次用通量

的概念定量描述实验现象, 接着麦克斯韦在前人研究

基础上于1861年引入位移电流, 最后经过诸多科学家

的努力在1900年成功构建了麦克斯韦方程组. 麦克斯

韦最伟大的贡献之一是引入位移电流的概念, 与传导

电流相比, 位移电流是一种在空间中以场的形式传播

的“电流”. 麦克斯韦在理论上预言的电磁波在1888年
被赫兹的实验所证实. 从今天的角度来看, 电磁波的

发现无疑是最令人振奋、最有用的发现之一, 但在发

现电磁波时赫兹却说: 它(电磁波)毫无用处, 这个实验

只是证明麦克斯韦的预言是正确的. 虽然我们看不到

这些神秘的电磁波, 但它们确实存在. 赫兹本人并没

有意识到电磁波的发现意味着现代无线通讯的开端,
直至今天, 无线通信已几乎深入到世界的每一个角落.
科学家历经半个多世纪的努力终于统一了电和磁, 同

时发现了电磁波. 这一过程给予我们以深刻的启示:
任何理论创新和实验发现对未来的实际影响或可能凸

显的重要现实意义是当下难以判断的. 因此, 我们更应

该以开放和包容的心态来对待新理论和新发明, 实事

求是, 与时俱进!
因此, 如图5所示, 我们对动生麦克斯韦方程组的

未来发展进行了展望. 2006年我们发明了压电纳米发

电机
[33], 2012年发明了摩擦电纳米发电机

[15]; 这两个

发明证明了运动的介质能够产生电磁输出. 2017年我

们首次在经典麦克斯韦方程组中引入动生极化项PS,
用于定量描述纳米发电机的输出特性. 对于加速运动

介质系统, 2021年我们对麦克斯韦方程组进行了拓展,
使得它能够描述工程技术中运动介质的电磁场变化.
目前的一些实验已经证明了构建动生麦克斯韦方程组

的必要性, 该方程组的科学意义和潜在技术应用需要

王中林等: 从加速运动介质中的法拉第电磁感应定律到拓展的麦克斯韦方程组
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进一步的实验验证和深化. 需要注意的是, 目前大多数

电动力学教科书中的电磁现象至少是70~130年前的

实验观察到的, 而且这些著作也一般都是半个世纪

以前编著的. 考虑到新技术日新月异的影响, 以及不

断涌现的各种新奇实验现象, 我们认为有必要对电

动力学相关教学内容进行改进或扩充, 在继承原有

经典知识基础之上不断创新, 与时俱进, 并在创新中

发展.
在发明晶体管和集成电路的几十年前, 1926年特

斯拉对无线电技术做出过预测: 当无线电技术得到大

规模应用时, 地球将会变成一个巨大的大脑, 世间万

物成为大脑的有机组成部分. 距离也已经不是问题,
无论多远, 我们都可以实现即时通信. 虽然彼此之间

相隔千里, 但通过电视电话, 就像面对面一样, 我们能

够清楚地看到对方, 听到对方的声音. 实现这些目的工

具/设备甚至可以直接放在我们的口袋里. 我们今天的

智能手机就是特斯拉所预言的, 但回溯到1926年, 人们

会相信特斯拉的判断吗? 因此, 正如林肯先生所说的

那样: 实现梦想或预测未来的最好方法就是创造未来.
我们期待动生麦克斯韦方程组将会得到进一步深化和

广泛应用, 为解决人类所面临的可持续发展问题做出

贡献!

图 5 电动力学发展简史.
Figure 5 A brief history regarding the development of electrodynamics

图 6 动生麦克斯韦方程组的发展简史
Figure 6 Our journey regarding the expansion of Maxwell’s equations for a mechano-driven slow-moving medium system.

中国科学: 技术科学
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From Faraday’s law to the expanded Maxwell’s equations for a
mechano-driven media system that moves with acceleration

WANG ZhongLin1,2,3 & SHAO JiaJia1,2

1 Beijing Institute of Nanoenergy and Nanosystems, Chinese Academy of Sciences, Beijing 101400, China;
2 School of Nanoscience and Technology, University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China;
3 School of Materials Science and Engineering, Georgia Institute of Technology, Atlanta 30332, USA

In classical electrodynamics, by motion for either the observer or the media, it always naturally assumed that the relative moving
velocity is a constant along a straight line (e.g., in an inertia reference frame), so that the electromagnetic behavior of charged
particles in vacuum space can be easily described using special relativity. However, for engineering applications, the media have
shapes and sizes and may move with acceleration, and recent experimental signs of progress in triboelectric nanogenerators have
revealed pieces of evidence for expanding Maxwell’s equations to include media motion that could be time and even space
dependent. Therefore, we have developed the expanded Maxwell’s equations for a mechano-driven media system (MEs-f-MDMS) by
neglecting relativistic effect. This article first presents the updated progresses made in the field. Secondly, we extensively investigated
Faraday’s law of electromagnetic induction for a media system that moves with an acceleration. We found that, the “anti-flux rule”
examples outlined by Feynman in his book are just caused by the accelerated motion of the media, which were not included in
Maxwell’s equations, but disregarded. This is a typical example that Maxwell’s equations have to be expanded for moving media.
Therefore, the charged moving media are confirmed to be the sources of generating electromagnetic radiation (a motion-generated
electromagnetic field); and the generated electromagnetic wave within the medium can be described using the expanded Maxwell’s
equations. Most importantly, in comparison to the existing classical electrodynamics, the newly developed MEs-f-MDMS marks four
unique advances, which have been summarized and the near field electrodynamics vs. the far field electrodynamics are proposed.

Maxwell’s equations for a mechano-driven media system, Faraday’s law of electromagnetic induction, non-inertia
frame of references, Feynman’s “anti-flux rule” example
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